Grado en Fisica

Ejercicios de Analisis Matematico | — Relacion 5
Calculo de limites — Desigualdades — Optimizacion

Célculo de limites.
= Antes de empezar a calcular un limite funcional, simplifa@otio que puedas la funcién y no
escribas el simbolo fiin” hasta que no tengas una idea clara de cobmo vas a haceldokbsa

= Trata de reducir el limite a otros bien conocidos. Para heseidebes recordar algunos limites
que se repiten con frecuencia.
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= Usa las equivalencias asintGticas para sustituir epraducto o en uncocientede funciones,
una de ellas por otra asintéticamente equivalente. Losdénainteriores proporcionan las equiva-
lencias asintoticas mas Utiles. jOjo! En una suma no puedeggneral, hacer eso.

= Cada vez que apliques las reglas de L'Hb6pital comprueba gadgs hacerlo, es decir que se

. S 0 o0 . . .
trata de una indeterminacion del tipoo —. Cada vez que derives al aplicar dichas reglas debes
o
simplificar la expresion obtenida antes de volver a derivar.

= En general, no descompongas un limite como suma o producbirale dos, pero si quieres
hacerlo tienes que asegurarte de que dichos limites existen

= Debes saber usar el criterio de equivalencia logaritmieargsuelve con frecuencia indetermi-
naciones del tipd*° y 0co.

Desigualdades.

El teorema del valor medio permite acotar el incremento defuncion por el incremento de la
variable y una cota de la derivada. Esto da lugar a muchagudddades interesantes. Son desigualdades
del tipo:

alb—a)< f(b)— f@) < p(b—a)
donde se supone quées derivable effu, b[ y continua erja, b] y que para toda €, b[ se verifica
quea < f/(x) < B. Con frecuencia y  dependen de y deb.

Ejercicios en los que se pide probar una desigualdad delftjgp < g(x) para todox = a, donde
/'y g son funciones derivables. Se hace lo siguiente:
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e Sedefindi(x) = g(x) — f(x) y se comprueba quga) = 0.
e Secomprueba qué(x) = 0 para todax > a.

Esta ultima desigualdad implica glees creciente efa, +oo[ y, comoh(a) = 0, concluimos que
h(x) =0, esdecirg(x) — f(x) = 0, paratodox > a.

Naturalmente, los detalles pueden cambiar. Puede que & pudebas elegirlo tu. Es una estra-
tegia que tiene éxito cuando la desigualdagx) = 0 es mas facil que la inicial. Puede ocurrir que
esta desigualdad siga siendo complicada; entonces podmticarle a ella el mismo procedimiento,
comprobamos qué’(a) = 0y quei”(x) = 0 para todax > a, lo que implica qué:’ es creciente en
[a@, +o0] Yy, comoh’(a) = 0, concluimos qué’(x) = 0 para todox > a.

También debes tener en cuenta que probar una desiguald@godélx) < g(x) paratodax € [
donde/ es un intervalo, y hay un puntoe [ tal que f(«) = g(a), es lo mismo que probar que en el
intervalo/ la funcioni(x) = g(x) — f(x) alcanza un minimo absoluto en el puato

Cuando la desigualdad que se pide probar es esificta < g(x) paratodox € I, lo que se hace
es calcular la imagen del intervaigor la funcion:(x) = g (x) — f(x) para probar qué(/) Cc R*. Si
probamos qué es estrictamente monétona £entonceg (/) es el intervalo que tiene como extremos
los limites de: en los extremos dé.

Optimizacion.

Una de las aplicaciones mas utiles de las derivadas es adbkepras de optimizacion. En dichos
problemas se trata, por lo general, de calcular el maximoroieimo absolutos de una magnitud.
Hay una gran variedad de problemas que responden a estengsgueen frecuencia tienen contenido
geomeétrico o econémico o fisico. Por ello cada uno de esési€ips requiere un estudio particular.
Los siguientes consejos pueden ser Utiles:

e Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo csgqunema.

e Elige las variables y la magnitud), que tienes que optimizar.

e Estudia las relaciones entre las variables para expresaadaitudQ como funcidn de una sola de
ellas,Q = f(x).

e Las condiciones del problema deben permitir establecevraimo de /.

¢ Estudia la variacion del signo de la derivadaflen su dominio para calcular maximos y minimos
absolutos.

Ejercicios

1. Calcula los limites siguientes.

_arctgarc seix?))
A I & D in(l +2x)°

2 —2Cc0osx
log (72 )
b) lim o
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c) lim | ——————| .
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2. Prueba las desigualdades:
Y~ X _arcseny —arcsenc < ——>
V1 —x2 V1—y?
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1 1
b) In( +x) > —— paratodax > 0.
X 1+ x

3. ¢Hay algin nimem > 0 que verifique que*/?>x paratodor e R*? ¢ Cuél es dicho nimero?

4. Estas en el desierto con tu vehiculo situado en un puntasccyordenadas soh = (0,40) y
tienes que ir a otro punt@ = (28, 0) (la unidad de medida es la milla terrestre). Del pustal
origenO = (0,0) y de éste al punt@ hay una carretera asfaltada. Pero también, parait de
C, puedes hacer parte o todo el camino sobre la arena. Enerartetvelocidad es de 75 millas
por hora; y sobre la arena de 45 millas por hora. ¢ Qué cambesdguir para llegar lo antes

posible aC?
0
a
5 b
" Calcula el area del rectangulo de maxima area que se puedasgribir
alrededor de un rectangulo dado cuyos lados tiene longitugé.
6. Calcula un punt® = (u, v), conu > 0, de la B P

pardbolay =4—x? de forma que el segmento

A B determinado por la tangente a la parabo-
la en dicho puntoy los ejes coordenados tenga
longitud minima. Justifica que el resultado ob-
tenido es un minimo absoluto.

Para entregar el lunes 14 de enero.
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